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â çàäà÷å î äâèæåíèè èäåàëüíîé æèäêîñòè
ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ

1 Ââåäåíèå
Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è î íåñòà-

öèîíàðíîì ïîòåíöèàëüíîì òå÷åíèè èäåàëüíîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé
ïîâåðõíîñòüþ â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå. Äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ýòîãî
ìåòîäà â ïðåäïîëîæåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ ãëàäêîãî ðåøåíèÿ. Ïðèâåäåíà
ñõåìà äëÿ ýôôåêòèâíûõ ðàñ÷åòîâ.

Àíàëîãè÷íûå çàäà÷è èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [1]�[2]. Áûëè ïîëó÷åíû
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé íà äîñòàòî÷íî ìàëîì âðåìåííîì èíòåð-
âàëå. Â ñëó÷àå âÿçêîé æèäêîñòè ðåçóëüòàòû î ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè
àíàëîãè÷íîé çàäà÷è ïîëó÷åíû â [3].

Ðÿä àâòîðîâ èçó÷àëè ÷èñëåííûå ìåòîäû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷,
îïèñûâàþùèõ íåñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå èäåàëüíîé æèäêîñòè ñî ñâîáîä-
íîé ïîâåðõíîñòüþ, ñì., íàïðèìåð, [4]�[9].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ Äüÿ÷åíêî, ýêâèâà-
ëåíòíûå òî÷íûì óðàâíåíèÿì, îïèñûâàþùèì íåñòàöèîíàðíîå ïîòåíöè-
àëüíîå òå÷åíèå èäåàëüíîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ. Ýòè
óðàâíåíèÿ áûëè ïðåäëîæåíû â ðàáîòå [10]. Äëÿ óðàâíåíèé Äüÿ÷åíêî
ïîñòðîåí ÷èñëåííûé ìåòîä è äîêàçàíà åãî ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâàõ
Ñîáîëåâà. Äàíî îáîñíîâàíèå èçâåñòíûõ ìåòîäîâ, ïðèìåíÿâøèõñÿ â [10]
äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Äüÿ÷åíêî. Ïðåäëîæåííûé â ðàáî-
òå ìåòîä ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ðàçëè÷íûå ñõåìû äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé Äüÿ÷åíêî.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ � 04-05-64784,
� 04-01-00256 è Ïðîãðàììîé ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ ¾Ìà-
òåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â íåëèíåéíîé äèíàìèêå¿.
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2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïóñòü èäåàëüíàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü çàíèìàåò îáëàñòü â ïëîñêî-

ñòè (x, y), îãðàíè÷åííóþ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ

−∞ < y ≤ η(x, t),
−∞ < x < ∞, t > 0.

Ñ÷èòàÿ äâèæåíèå æèäêîñòè ïîòåíöèàëüíûì, ìû èìååì

v(x, y, t) = ∇Φ(x, y, t),

ãäå v(x, y, t) � äâóìåðíîå ïîëå ñêîðîñòåé, Φ(x, y, t) � ïîòåíöèàë. Âñþ-
äó â äàííîé ðàáîòå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî îïåðàòîðû ãðàäèåíòà è Ëàïëàñà
ïðèìåíÿþòñÿ ëèøü ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì x è y. Èç óñëîâèÿ
íåñæèìàåìîñòè æèäêîñòè div v = 0 ñëåäóåò, ÷òî ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

∆Φ(x, y, t) = 0. (2.1)

Ñ óðàâíåíèåì (2.1) ñâÿçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ:

(ηt + Φxηx − Φy)|y=η(x,t) = 0, (2.2)

(Φt +
1
2
|∇Φ|2 + gy)|y=η(x,t) = 0, (2.3)

Φy|y=−∞ = 0, (2.4)
η|t=0 = η0(x), (2.5)

Φ|t=0 = Φ0(x, y). (2.6)

Çäåñü g � óñêîðåíèå ïîëÿ òÿæåñòè.
Óäîáíî ââåñòè âåëè÷èíó Ψ(x, t) = Φ(x, η(x, t), t), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ

çíà÷åíèåì ïîòåíöèàëà íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè (ñì. [11]). Â ðàáîòå [12]
áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïåðåìåííûå η è Ψ ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêè ñîïðÿ-
æåííûìè âåëè÷èíàìè, ò. å.

∂η

∂t
=

δH

δΨ
,

∂Ψ
∂t

=
δH

δη
,
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ãäå ãàìèëüòîíèàí H ñîâïàäàåò ñ ïîëíîé ýíåðãèåé æèäêîñòè H = T + U ,

T =
1
2

∞∫

−∞
dx

η(x,t)∫

−∞
|∇Φ|2dy,

U =
g

2

∞∫

−∞
η2(x, t)dx.

Çàäà÷à (2.1)�(2.6) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé äëÿ íåïîñðåäñòâåí-
íîãî èçó÷åíèÿ. Ñëåäóÿ ðàáîòå [11], ïåðåïèøåì çàäà÷ó (2.1)�(2.6) â äðóãèõ
îáîçíà÷åíèÿõ. Ñîâåðøèì êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè, çàíèìàåìîé
æèäêîñòüþ â ïëîñêîñòè (x, y) â ïîëóïðîñòðàíñòâî â ïåðåìåííûõ (u, v).

−∞ < u < ∞, −∞ < v < 0

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâåðõíîñòü η(x, t) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â
ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå

y = y(u, t), x = u + x̃(u, t),

ãäå x̃(u, t) è y(u, t) ñâÿçàíû îïåðàòîðîì Ãèëüáåðòà

y = H[x̃], x̃ = −H[y],

H[f ](u) =
1
π

v. p.

∞∫

−∞

f(u′)du′

u′ − u
.

Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ, öèòèðîâàâøèõñÿ âûøå, ïåðåìåííûå y(u, t)
è Ψ(u, t) ïîëíîñòüþ îïèñûâàþò äâèæåíèå æèäêîñòè è ïîä÷èíÿþòñÿ ñëå-
äóþùåé ñèñòåìå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

yt = yuH
[
H[Ψu]

J

]
− xu

H[Ψu]
J

, (2.7)

Ψt = −Ψ2
u + (H[Ψu])2

2J
+ H

[
H[Ψu]

J

]
Ψu +

H[Ψu]
J

H[Ψu]− gy, (2.8)

ãäå J = x2
u + y2

u � ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ.
Êàê îêàçàëîñü (ñì. [10]), óðàâíåíèÿ (2.7)�(2.8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â

áîëåå óäîáíîé ôîðìå.
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Îáðàçóåì ïàðó êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé z(w, t) = x(w, t)+ iy(w, t) è íà
äåéñòâèòåëüíîé îñè Φ(u, t) = Ψ(u, t) + iH[Ψ(u, t)], ãäå w = u + iv. Ââåäåì
íîâûå ïåðåìåííûå R(w, t) è V (w, t) ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

R(w, t) =
1
zw

, V (w, t) = i
Φw

zw
.

Ôóíêöèè R è V àíàëèòè÷íû â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè è óäîâëåòâîðÿþò
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

R(w, t) → 1, |w| → ∞, Imw ≤ 0,

V (w, t) → 0, |w| → ∞, Imw ≤ 0.

Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [10], ôóíêöèè R è V óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþ-
ùåé ñèñòåìå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

Rt = i(URw − UwR),

Vt = i(UVw −BwR) + g(R− 1),

ãäå U = P(V R + V R), B = P(V V ), P =
1
2
(I + iH) � èíòåãðàëüíûé

îïåðàòîð. Ýòè óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Äüÿ÷åíêî.

Çàìå÷àíèå 2.1. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïåðèîäè÷åñêóþ ïî ïåðåìåí-
íîé u çàäà÷ó, ò. å. íà èñêîìûå ôóíêöèè R è V áóäåì íàêëàäûâàòü óñëîâèÿ
2π-ïåðèîäè÷íîñòè ïî ïåðåìåííîé u.

Çàìå÷àíèå 2.2. Óðàâíåíèÿ ñïðàâåäëèâû â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè êîì-
ïëåêñíîé îáëàñòè, îäíàêî íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ðåøåíèÿ ëèøü íà âå-
ùåñòâåííîé îñè v = 0.

Ïðèâåäåì îêîí÷àòåëüíóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è, äëÿ êîòîðîé áóäåì èñ-
ñëåäîâàòü ÷èñëåííóþ ñõåìó:

Rt(u, t) = i(U(u, t)Ru(u, t)− Uu(u, t)R(u, t)),
Vt(u, t) = i(U(u, t)Vu(u, t)−Bu(u, t)R(u, t)) + g(R(u, t)− 1),

0 < u < 2π, 0 < t < T,

R(0, t) = R(2π, t), V (0, t) = V (2π, t), 0 < t < T,

R(u, 0) = R0(u), V (u, 0) = V0(u), 0 < u < 2π,

(2.9)

ãäå U = P(V R + V R), B = P(V V ), P =
1
2
(I + iH).
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×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.9), ìû ââå-
äåì ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü Q = (0, 2π)×(0, T ), 0 < T < ∞, �
ïðÿìîóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè (u, t). ×åðåç Lp(Q), 1 ≤ p < ∞, áóäåì
îáîçíà÷àòü ëåáåãîâû ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé, ñóììèðóåìûõ
â ñòåïåíè p, ñî ñëåäóþùåé íîðìîé:

‖f‖Lp(Q) =

(∫

Q

|f(u, t)|p du dt

)1/p

.

×åðåç W̃ k
p (Q), 1 ≤ p < ∞, k = 1, 2, . . . , îáîçíà÷èì ïîïîëíåíèå ïî íîðìå

‖f‖fW k
p (Q)

=

( ∑

|s1+s2|≤k

‖Ds1
u Ds2

t f‖p
Lp(Q)

)1/p

âñåõ ôóíêöèé âèäà f(u, t) =
N∑

m=−N

cm(t)eimu, ãäå ôóíêöèè cm(t) èìå-

þò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå âïëîòü äî k-ãî ïîðÿäêà íà îòðåçêå [0, T ].
Ïðîñòðàíñòâà W̃ k

p (Q) � ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà, óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèÿì ïåðèîäè÷íîñòè ïî ïåðåìåííîé u. Ïðîñòðàíñòâà Ñî-
áîëåâà áûëè ââåäåíû â [13], ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè
óñëîâèÿìè ðàññìàòðèâàëèñü, íàïðèìåð, â [15].

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî R0, V0 ∈ L1(0, 2π).
Ââåäåì ôóíêöèîíàë íåâÿçêè äëÿ çàäà÷è (2.9)

J(R, V ) = ‖Rt−i(URu−UuR)‖L1(Q)+‖Vt−i(UVu−BuR)−g(R−1)‖L1(Q)+

‖R|t=0
−R0‖L1(0,2π) + ‖V|t=0

− V0‖L1(0,2π),

ãäå ôóíêöèè U è B îïðåäåëåíû âûøå.

Ëåììà 2.1. Ôóíêöèîíàë J íåïðåðûâåí íà W̃ 1
4 (Q)× W̃ 1

4 (Q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Rk, V k ∈ W̃ 1
4 (Q), Rk → R, V k → V â W̃ 1

4 (Q)
ïðè k →∞. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Dt :
W̃ 1

4 (Q) → L1(Q) èìååì

lim
k→∞

‖Rk
t −Rt‖L1(Q) = 0, lim

k→∞
‖V k

t − Vt‖L1(Q) = 0.

Ïóñòü W k = R
k
V k + V

k
Rk è W = RV + V R. Ýòè ôóíêöèè ïðèíàäëå-

æàò ãèëüáåðòîâó ïðîñòðàíñòâó W̃ 1
2 (Q). Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïåðàòî-

ðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Dt : W̃ 1
2 (Q) → L2(Q) è Du : W̃ 1

2 (Q) → L2(Q),
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òåîðåìû Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå è íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà èìååì

lim
k→∞

‖W k −W‖2
fW 1

2 (Q)
=

= lim
k→∞

∫

Q

(
|W k −W |2 + |DtW

k −DtW |2 + |DuW k −DuW |2
)

du dt = 0.

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ W k â âèäå W k =
∞∑

m=−∞
ck
m(t)eimu, ãäå ðÿä ñõî-

äèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå W̃ 1
2 (Q). Ïðèìåíÿÿ ê W k îïåðàòîð P, ìû âèäèì,

÷òî

Uk =
1
2
ck
0(t) +

−1∑
m=−∞

ck
m(t)eimu.

Ëèíåéíûé îïåðàòîð P íåïðåðûâåí â ïðîñòðàíñòâå W̃ 1
2 (Q), ïîýòîìó Uk → U

â W̃ 1
2 (Q) ïðè k →∞.
Ïîñêîëüêó

‖UkRk
u‖L1(Q) ≤ ‖Uk‖L2(Q)‖Rk

u‖L2(Q),

‖Uk
uRk‖L1(Q) ≤ ‖Uk

u‖L2(Q)‖Rk‖L2(Q),

òî UkRk
u → URu, Uk

uRk → UuR â L1(Q) ïðè k →∞.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî UkV k

u → UVu, Bk
uRk → BuR â L1(Q)

ïðè k →∞.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïàðó ôóíêöèé R∗, V ∗ ∈ W̃ 1
4 (Q) íàçîâåì ðåøåíèåì

çàäà÷è (2.9), åñëè J(R∗, V ∗) = 0.

3 Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííîé ñõå-
ìû

Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííîé ñõåìû áóäåì ïðîâîäèòü
ìåòîäîì ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè. Ïðè ýòîì áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëü-
òàòû òåîðèè ðåãóëÿðèçàöèè Òèõîíîâà íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Â äàëüíåé-
øåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ãëàäêîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷è (2.9).

Ïðåäïîëîæåíèå 3.1. Ïóñòü R0, V0 òàêîâû, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.9), îáîçíà÷àåìîå R∗, V ∗, ãäå R∗ è V ∗ ïðè-
íàäëåæàò W̃ 2

2 (Q).
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Ââåäåì ôóíêöèîíàë Ω(R, V ) = ‖R‖2
fW 2

2 (Q)
+ ‖V ‖2

fW 2
2 (Q)

, îïðåäåëåííûé
íà âñåì W̃ 2

2 (Q).

Ëåììà 3.1. Ôóíêöèîíàë Ω ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçàòîðîì äëÿ çàäà÷è (2.9),
ò. å. âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) Ω(R, V ) ≥ 0;
2) ìíîæåñòâî ΩM = {(R, V ) : R, V ∈ W̃ 2

2 (Q), Ω(R, V ) ≤ M} ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðåäêîìïàêòíûì â W̃ 1

4 (Q) × W̃ 1
4 (Q), ò. å. èç ëþáîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè èç ΩM ìîæíî èçâëå÷ü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ
â W̃ 1

4 (Q)× W̃ 1
4 (Q);

3) R∗, V ∗ ïðèíàäëåæàò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò 1) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ Ω, ïóíêò 2) ñëå-
äóåò èç òåîðåìû Ðåëëèõà�Êîíäðàøîâà î êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâ Ñîáîëåâà [13], ïóíêò 3) ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ 3.1.

Ïðèâåäåì àáñòðàêòíóþ ïðèáëèæåííóþ ñõåìó, à ïîòîì ðàññìîòðèì
ñïîñîáû åå êîíñòðóêòèâíîé ðåàëèçàöèè.

Îáîçíà÷èì Ω∗ = Ω(R∗, V ∗). Ââåäåì äâå ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè αk > 0, βk > 0, αk → 0, βk → 0. Ââåäåì ìíîæåñòâî

Ωk = {(R, V ) : R, V ∈ W̃ 2
2 (Q), Ω(R, V ) ≤ Ω∗ + βk}.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Rk, Vk} áóäåì îïðåäåëÿòü èç óñëîâèé

J(Rk, Vk) ≤ J∗k + αk, k = 1, 2, . . . , (3.1)

ãäå J∗k = inf
Ωk

J(R, V ).

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 3.1, òîãäà

lim
k→∞

J(Rk, Vk) = 0

è
lim

k→∞
‖Rk −R∗‖fW 1

4 (Q)
= 0,

lim
k→∞

‖Vk − V ∗‖fW 1
4 (Q)

= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû 1, � 7, ãë. 2 [14].
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Ñõåìà (3.1) ÿâëÿåòñÿ íå âïîëíå êîíñòðóêòèâíîé, ïîñêîëüêó íåèçâåñò-
íî çíà÷åíèå Ω∗. Òåì íå ìåíåå ñóùåñòâóþò êîíñòðóêòèâíûå ìåòîäû ðå-
àëèçàöèè ýòîé ñõåìû (ñì. ï. 3, � 7, ãë. 2 [14]). Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ
ïðèâåäåì òàêóþ ñõåìó, ñëåäóÿ èçëîæåíèþ [14], äëÿ çàäà÷è (3.1).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èçâåñòíî òàêîå ÷èñëî M , ÷òî Ω(R∗, V ∗) ≤
M . Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðîèçâîëüíî çàäàäèì ÷èñëî
γ0 > 0 è ôóíêöèè R0, V0 ∈ W̃ 2

2 (Q). Ïóñòü óæå ñäåëàíî n − 1 øàãîâ è
íàéäåíû γn−1 è Rn−1, Vn−1 ∈ W̃ 2

2 (Q). Ïîëîæèì γn = 2−1γn−1, à Rn, Vn

íàéäåì êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

J∗ = inf
ΩM

J(R, V ) ≤ J(Rn, Vn) ≤ J∗ + γn,

ãäå (Rn, Vn) ∈ ΩM , ΩM = {(R, V ) : R, V ∈ W̃ 2
2 (Q), Ω(R, V ) ≤ M}.

Äàëåå ïðîâåðÿåì íåðàâåíñòâî

J(Rn, Vn) > γn. (3.2)

Åñëè íåðàâåíñòâî (3.2) íå âûïîëíåíî, òî ïîâòîðÿåì ïðîöåññ. Êàê ïîêàçà-
íî â [14], íåðàâåíñòâî (3.2) âûïîëíèòñÿ îáÿçàòåëüíî, åñëè òîëüêî Ω∗ 6= 0.
Ñëó÷àé Ω∗ = 0 ñîîòâåòñâóåò òðèâèàëüíîìó ðåøåíèþ, êîòîðîå íåâîçìîæ-
íî â çàäà÷å (2.9).

Èòàê, ïóñòü ïðè n = N0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3.2). Äàëüíåéøèå
ïðèáëèæåíèÿ áóäåì èñêàòü ñ ïîìîùüþ äðóãîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.
Ïîëîæèì ω0,n = 2−nM , γ0,n = 2−(n+1)γN0 , n = 0, 1, . . . ,

Ω0,n = {(R, V ) : R, V ∈ W̃ 2
2 (Q), Ω(R, V ) < ωo,n}.

Íàéäåì R0,n, V0,n è R̃0,n, Ṽ0,n êàê ðåøåíèÿ çàäà÷:

J∗0,n = inf
Ω0,n

J(R, V ) ≤ J(R0,n, V0,n) ≤ J∗0,n + γ0,n,

J∗M = inf
ΩM

J(R, V ) ≤ J(R̃0,n, Ṽ0,n) ≤ J∗M + γ0,n,

è ïðè êàæäîì n = 0, 1, . . . áóäåì ïðîâåðÿòü íåðàâåíñòâî

J(R0,n, V0,n)− J(R̃0,n, Ṽ0,n) > γ0,n.

Èçâåñòíî (ñì. [14]), ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð nk (k = 0), ÷òî ýòî íåðà-
âåíñòâî âûïîëíèòñÿ.
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Ïîëîæèì ωk = ωk,nk
, γk = γk,nk

, Rk = Rk,nk
, Vk = Vk,nk

. Ñëåäóþùèå
øàãè ïîâòîðÿþòñÿ ñî çíà÷åíèÿìè ωk+1 è γk+1,n:





ωk+1,n = ωk + (M − ωk)2−n,

γk+1,n = γk2−(n+1),
n = 0, 1, 2, . . .

(3.3)

Ïîëîæèì Ωk,n = {(R, V ) : R, V ∈ W̃ 2
2 (Q), Ω(R, V ) ≤ ωk,n}; ïðè ôèêñèðî-

âàííîì k íàéäåì Rk,n, Vk,n R̃k,n, Ṽk,n, òàêèå, ÷òî

J∗k,n = inf
Ωk,n

J(R, V ) ≤ J(Rk,n, Vk,n) ≤ J∗k,n + γk,n,

J∗M = inf
ΩM

J(R, V ) ≤ J(R̃k,n, Ṽk,n) ≤ J∗M + γk,n,
(3.4)

è ïðè êàæäîì n = 0, 1, . . . áóäåì ïðîâåðÿòü íåðàâåíñòâî

J(Rk,n, Vk,n)− J(R̃k,n, Ṽk,n) > γk,n.

Ïîñëå òîãî êàê áóäåò íàéäåí nk, ïåðåñ÷èòûâàåì ïî ñõåìå (3.3)�(3.4). Ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü Rk, Vk ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ â ñìûñëå òåîðåìû 3.1.

4 Ýôôåêòèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðèáëèæåííîé ñõå-
ìû

Íàìè áûëà îïèñàíà ñõåìà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.
Îäíàêî ýòà ñõåìà òðåáóåò íàõîäèòü óñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà,
÷òî ÿâëÿåòñÿ òåõíè÷åñêè ñëîæíîé çàäà÷åé. Ñåé÷àñ ìû îïèøåì ýôôåê-
òèâíóþ ðåàëèçàöèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.4). Äëÿ ýòîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü
àïïðîêñèìàöèþ ðåøåíèÿ ãëàäêèìè ñïëàéíàìè.

Ïóñòü â îáëàñòè Q çàäàí êîíå÷íûé íàáîð íåñîâïàäàþùèõ òî÷åê
x1, x2, . . . , xN , è â êàæäîé òî÷êå xi çàäàíî ÷èñëî yi. Ïîñòàâèì çàäà÷ó
îòûñêàíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ñïëàéí-ôóíêöèé σ ∈ W̃ 2

2 (Q) èç óñëîâèÿ

min
σ(xi)=yi

{∫

Q

(|σuu|2 + 2|σut|2 + |σtt|2)du dt

}
. (4.1)

Çàäà÷à (4.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò î÷åíü
ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ñïëàéíà σ ïî íàáîðó òî÷åê {(xi, yi)}
(ñì. [15]�[17]).

Äëÿ êàæäîãî N > 0 çàôèêñèðóåì îïðåäåëåííóþ ñèñòåìó òî÷åê SN =
{x1, . . . , xN} ⊂ Q òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû SN îáðàçîâûâàëà εN -ñåòü, εN → 0
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ïðè N →∞. ×åðåç ΘN îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ñïëàéí-ôóíêöèé, ïî-
ñòðîåííûõ íà ñåòêå SN . Ïî îïðåäåëåíèþ ΘN ⊂ W̃ 2

2 (Q). Ââåäåì îòîáðà-
æåíèå QN : W̃ 2

2 (Q) → ΘN ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: ôóíêöèÿ èç W̃ 2
2 (Q)

ñóæàåòñÿ íà ñåòêó SN , ÷òî âîçìîæíî â ñèëó òåîðåìû âëîæåíèÿ Ñîáî-
ëåâà, à çàòåì ñòðîèòñÿ ñïëàéí ïî ïðàâèëó (4.1). Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f ∈ W̃ 2

2 (Q) èìååò ìåñòî (ñì. � 4.3 [15])

lim
N→∞

‖f −QNf‖fW 2
2 (Q)

= 0. (4.2)

Ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ΘN ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì, à ñëå-
äîâàòåëüíî, ïðèãîäíûì äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé. Ïîêàæåì, ÷òî ñ ïî-
ìîùüþ àïïàðàòà ñïëàéíîâ ìîæíî îñóùåñòâèòü àïïðîêñèìàöèþ ýêñòðå-
ìàëüíûõ çàäà÷ èç ðàçäåëà 3.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ
çàäà÷è

inf
fW 2

2 (Q)
J(R, V ) = 0. (4.3)

Ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷

I∗N = inf
ΘN

J(R, V ), N = 1, 2, . . . (4.4)

Òåîðåìà 4.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷ (4.4) àïïðîêñèìèðóåò çàäà-
÷ó (4.3) ïî ôóíêöèè, ò. å. lim

N→∞
I∗N = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R, V ∈ W̃ 2
2 (Q), òîãäà â ñèëó ëåììû 2.1 è (4.2)

èìååò ìåñòî lim
N→∞

(J(QN (R), QN (V ))− J(R, V )) = 0. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà
ïî òåîðåìå 1.1, ãë. 3 [14] ñëåäóåò, ÷òî lim

N→∞
I∗N = 0.

Ðåøåíèå çàäà÷è (4.4) ïðè ôèêñèðîâàííîì N ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî
íàéäåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà íàõîäèì ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíûõ
ìåòîäîâ ðåøåíèå çàäà÷è (2.9) (ñì. [11]), à çàòåì ïî çíà÷åíèÿì â óçëàõ ñåò-
êè ñòðîèì ñïëàéí. Íóæíîé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.4) âñåãäà ìîæíî
äîáèòüñÿ âûáîðîì ñîîòâåòñòâóþùåé ñåòêè.

Èòàê, ïóñòü íàéäåíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå RN , VN çàäà÷è (4.3).
Ïðåäñòàâèì ýòî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â âèäå ðÿäîâ

RN =
∞∑

k=−∞
rk(t)eiuk,

VN =
∞∑

k=−∞
vk(t)eiuk.
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Â ñõåìå, îïèñàííîé â ðàçäåëå 3, íàì íóæíî ðåøàòü çàäà÷è òèïà (4.3)
ñ îãðàíè÷åíèÿìè

Ω(RN , VN ) ≤ M. (4.5)
Åñëè íåðàâåíñòâî (4.5) íå âûïîëíåíî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.3), òîãäà ïî-
ëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è (4.3), (4.5) ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ TM : W̃ 2

2 (Q) →
W̃ 2

2 (Q) ïî ôîðìóëå

TM

( ∞∑

k=−∞
fke

−iku

)
=

∞∑

k=−∞
λkfke

−iku,

ãäå êîýôôèöèåíòû λk ðàâíû åäèíèöå ïðè ìàëûõ |k| è áûñòðî óáûâà-
þò ïðè áîëüøèõ |k|. Â ñèëó ãëàäêîñòè ðåøåíèé êîýôôèöèåíòû rk, vk

óáûâàþò ïî ñîîòâåòñòâóþùèì íîðìàì äîñòàòî÷íî áûñòðî ñ ðîñòîì |k|.
Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð TM ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óäî-
âëåòâîðèòü óñëîâèþ (4.5).

5 Ïðèìåð ðàñ÷åòà
Ïðèâåäåì ïðèìåð ðàñ÷åòà ïî îïèñàííîé ñõåìå. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíî-

ãî óñëîâèÿ âîçüìåì ãëàäêóþ ñòàöèîíàðíóþ âîëíó äâèæóùóþñÿ ñî ñêî-
ðîñòüþ vc = 1.1. Ìåòîäû ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíûõ âîëí äëÿ óðàâíåíèé
Äüÿ÷åíêî ìîæíî íàéòè â [11]. Íà ðèñóíêàõ 1 è 2 ïðèâåäåíû ïðîôèëü
è ñïåêòð â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå íà÷àëüíîé âîëíû. Ãîðèçîíòàëü-
íàÿ ÷àñòü ñïåêòðà ïðè k > 160 åñòü ñëåäñòâèå îãðàíè÷åííîé òî÷íîñòè
âû÷èñëåíèé.

Ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ íà 1024 òî÷êàõ íà ïåðèîäå 2π ïî ïåðåìåííîé u, c
øàãîì ïî âðåìåíè 0.002. Èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû (2.9) ïðîèçâîäèëîñü
ïðè 0 ≤ t ≤ 7000, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðèìåðíî 1000 ïåðèîäîâ äâèæåíèÿ
ñòàöèîíàðíîé âîëíû. Íà ðèñóíêàõ 3 è 4 ïðèâåäåíû ïðîôèëü âîëíû è
ñïåêòð ðåøåíèÿ ïðè t = 7000. Ðîñò ãàðìîíèê ïðè k > 230 îáóñëîâëåí
ïîãðåøíîñòÿìè âû÷èñëåíèé.

Äîïîëíèòåëüíûì êîíòðîëåì âû÷èñëåíèé ìîæåò ñëóæèòü ïðîâåðêà
ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè æèäêîñòè. Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû äàííûå
îá èçìåíåíèè ïîëíîé ýíåðãèè æèäêîñòè â ïðîöåññå ñ÷åòà. Îáùåå âðåìÿ
ñ÷åòà íà ñòàíäàðòíîì îôèñíîì êîìïüþòåðå ñîñòàâèëî ïîðÿäêà 17 ÷àñîâ.

Îïèñàíèÿ äðóãèõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâ-
íåíèé Äüÿ÷åíêî ïðèâåäåíû â [10]. Â ÷àñòíîñòè, â ýòîé ðàáîòå îïèñàíû
ðåøåíèÿ îòâå÷àþùèå îáðàçîâàíèþ èíòåðåñíîãî îêåàíîëîãè÷åñêîãî ÿâëå-
íèÿ ¾âîëíà-óáèéöà¿. Î ¾âîëíàõ-óáèéöàõ¿ ñì. îáçîð [18].
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Ðèñ. 1: Ïðîôèëü íà÷àëüíîé âîëíû
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Ðèñ. 2: Ëîãàðèôìè÷åñêèé ñïåêòð íà÷àëüíîé âîëíû

6 Çàêëþ÷åíèå
Îïûò ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.9) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèìåíåíèå

îïåðàòîðà TM èçëèøíå â ðÿäå ñëó÷àåâ. Äàæå áåç ïðèìåíåíèÿ ñòàáèëè-
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Ðèñ. 3: Ïðîôèëü ðåøåíèÿ ïðè t = 7000
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Ðèñ. 4: Ëîãàðèôìè÷åñêèé ñïåêòð ðåøåíèÿ ïðè t = 7000

çàòîðà, óñòîé÷èâîñòü ÷èñëåííîé ñõåìû äëÿ óðàâíåíèé Äüÿ÷åíêî îêàçû-
âàåòñÿ î÷åíü õîðîøåé (ñì. [10]). Â ðàáîòàõ Çàõàðîâà è Äüÿ÷åíêî êîëè-
÷åñòâî òî÷åê ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé äîñòèãàëî áîëåå 2 × 106,
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Òàáëèöà 1
Âðåìÿ, t Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, Et Ïîãðåøíîñòü ýíåðãèè, |Et − E0|

0 0.0284744258836689 0.000000× 10−10

1000 0.0284744258786083 0.050606× 10−10

2000 0.0284744258551782 0.284907× 10−10

5000 0.0284744257823800 1.012889× 10−10

7000 0.0284744257346554 1.490135× 10−10

÷òî ãîâîðèò î ÷ðåçâû÷àéíî óäà÷íîé ôîðìå ýòèõ óðàâíåíèé. Âàæíîé îò-
ëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé ïðåäëàãàåìûõ ìåòîäîâ îò äðóãèõ èçâåñòíûõ ìåòî-
äîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïèñàíèÿ òå÷åíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé
ïîâåðõíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðîâåäåíèå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ
áîëüøîé òî÷íîñòüþ íà áîëüøèõ âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ. Îäíàêî âîïðîñ
îá îáîñíîâàíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ óðàâíåíèé Äüÿ÷åíêî îñòàâàëñÿ
îòêðûòûì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåííàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íå òîëüêî äàåò âîçìîæíîñòü îáîñíîâàòü èçâåñòíûå
ñõåìû, íî è ïîçâîëÿåò ñòðîèòü íîâûå ñõåìû, â ÷àñòíîñòè, íà íåðàâíî-
ìåðíûõ ñåòêàõ.

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü àêàäåìèêó ÐÀÍ Â. Å. Çà-
õàðîâó è äîêòîðó À. È. Äüÿ÷åíêî çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è âíèìàíèå ê ðà-
áîòå.
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