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Ñòàòèñòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé,
îïèñûâàþùèõ ïîâåðõíîñòíûå âîëíû

Ïðîáëåìàì ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí èäåàëüíîé æèäêîñòè ïî-
ñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò (íàïðèìåð, [1], [2], [3]). Ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåì, âîç-
íèêàþùèå ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìèêè èäåàëüíîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ïî-
âåðõíîñòüþ, ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè êàê äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî èññëå-
äîâàíèÿ, òàê è äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ èññëåäîâà-
íèÿ âîïðîñîâ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé íà êîíå÷íîì âðåìåííîì èíòåðâàëå ñî
ñëó÷àéíûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè.

Ïóñòü èäåàëüíàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü çàíèìàåò îáëàñòü â ïëîñêîñòè
(x, y), îãðàíè÷åííóþ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ

−∞ < y ≤ η(x, t),

−∞ < x < ∞, t > 0.

Ñ÷èòàÿ äâèæåíèå æèäêîñòè ïîòåíöèàëüíûì, ìû èìååì

v(x, y, t) = ∇Φ(x, y, t),

ãäå v(x, y, t) � äâóìåðíîå ïîëå ñêîðîñòåé, Φ(x, y, t) � ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé. Èç
óñëîâèÿ íåñæèìàåìîñòè æèäêîñòè div v = 0 ñëåäóåò, ÷òî ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

∆Φ(x, y, t) = 0.

Ñ óðàâíåíèåì ∆Φ = 0 ñâÿçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

(ηt + Φxηx − Φy)|y=η(x,t) = 0,

(Φt +
1

2
|∇Φ|2 + gy)|y=η(x,t) = 0,

Φy|y=−∞ = 0,

çäåñü g � óñêîðåíèå ïîëÿ òÿæåñòè.
Êàê èçâåñòíî, ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè äëÿ èññëå-

äîâàíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ Äüÿ÷åíêî,
ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [4].

Ðàññìîòðèì èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî àíàëè-
òè÷íûõ â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè {w = u + iv : v < 0} ôóíêöèé R(w, t) è
V (w, t):

Rt = i(P(V R + V R)Rw − (P(V R + V R))wR),

Vt = i((P(V R + V R))Vw − (P(V V ))wR) + g(R− 1),
(1)
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ãäå P =
1

2
(I + iH), H � îïåðàòîð Ãèëüáåðòà. Ôóíêöèè R è V ÿâëÿþòñÿ 2π-

ïåðèîäè÷íûìè ïî ïåðåìåííîé u è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
R(w, t) → 1, |w| → ∞, Im w ≤ 0,

V (w, t) → 0, |w| → ∞, Im w ≤ 0.

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷è (1) ÷èñ-
ëåííûå ìåòîäû, à òàêæå êîíñòðóêòèâíàÿ îöåíêà âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ àíà-
ëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ: [2], [5], [6], [7], [8].

Îïèøåì ïðîåêöèîííóþ ñõåìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé.
Ïóñòü N ≥ 1 � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî ðàçìåðíîñòè ïðèáëèæåííîé çàäà÷è.
Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå

RN(u, t) = 1 +
N∑

k=1

rk(t)e
−iku, V N(u, t) =

N∑

k=1

vk(t)e
−iku. (2)

Ââåäåì áèíàðíóþ îïåðàöèþ ¾∗¿, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé äëÿ ìíîæå-
ñòâà ôóíêöèé âèäà (2). Ïóñòü A =

N∑
k=−N

ake
−iku, B =

N∑
k=−N

bke
−iku. Òîãäà äëÿ

C = AB èìååì C =
2N∑

k=−2N

cke
−iku. Îïåðàöèþ ¾∗¿ ââåäåì ñëåäóþùèì îáðàçîì

A ∗ B =
N∑

k=−N

cke
−iku. Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ RN è V N áóäåì èñêàòü êàê

ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
RN

t = i(UN ∗RN
u − UN

u ∗RN),

V N
t = i(UN ∗ V N

u −BN
u ∗RN) + g(RN − 1),

(3)

ãäå UN = P(V N ∗R
N

+ V
N ∗RN), B = P(V N ∗ V

N
).

Îïèøåì ñõåìó íàøåãî âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà.
1. Âûáèðàåì âðåìåííîé èíòåðâàë, íà êîòîðîì áóäåì èññëåäîâàòü íàøè

ðåøåíèÿ � ôèêñèðóåì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî T .

2. Âûáèðàåì ïàðàìåòð äèñêðåòèçàöèè � ôèêñèðóåì ÷èñëî N > 1

3. Ôèêñèðóåì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî β.

4. Âûáèðàåì ÷èñëî α òàêîå, ÷òî 0 < α < β.

5. Ñòðîèì ñëó÷àéíûå íà÷àëüíûå äàííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R0(u) = 1 +
N∑

k=1

(ξr
ke
−αk)e−iuk,

V0(u) =
N∑

k=1

(ξv
ke
−αki)e−iuk,

(4)

ãäå ξr
k, ξv

k , k = 1, 2, . . . , N ñóòü íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàâ-
íîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà [−1, 1].
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6. Íàõîäèì ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, âû-
áðàííûìè íà ïðåäûäóùåì øàãå.

7. Íàõîæäåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðåêðàùàåì â ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî
èç äâóõ óñëîâèé: 1) t = T , 2) íà òåêóùåì øàãå ïî âðåìåíè íàðóøåíî
îäíî èç óñëîâèé:

|rN
k (t)| ≤ e−βk,

|vN
k (t)| ≤ e−βk,

(5)

äëÿ âñåõ k = 1, . . . , N è t < T .

8. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñ÷èòàåì, ÷òî ýêñïåðèìåíò çàêîí÷èëñÿ ¾íåóäà÷åé¿, à âî
âòîðîì ñëó÷àå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýêñïåðèìåíò çàêîí÷èëñÿ ¾óñïåøíî¿.

Ñ÷èòàÿ, ïàðàìåòðû T , N , β ôèêñèðîâàííûìè, ìû èìååì ñëó÷àéíîå ñîáû-
òèå κ(α), çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà α. Ýòî ñëó÷àéíîå ñîáûòèå ìîæåò ïðèíè-
ìàòü äâà âçàèìíî èñêëþ÷àþùèõ çíà÷åíèÿ: ¾óñïåõ¿ è ¾íåóäà÷à¿. Ïðèïèøåì
çíà÷åíèþ ¾óñïåõ¿ ÷èñëîâîå çíà÷åíèå 1, à çíà÷åíèþ ¾íåóäà÷à¿ � ÷èñëîâîå
çíà÷åíèå 0. Òàêèì îáðàçîì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó κ(α).
Ýòà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñ âåðîÿòíîñòüþ
pα ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 è ñ âåðîÿòíîñòüþ qα = 1 − pα ïðèíèìàåò çíà÷åíèå
0. Ïîñêîëüêó íàøà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà çàâèñèò îò ïàðàìåòðà, òî ìîæíî ãî-
âîðèòü î ñëó÷àéíîé ôóíêöèè, çàäàííîé íà ìíîæåñòâå Ω ⊂ (0, β).

Ðàçóìååòñÿ, ìû íå çíàåì èñòèííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû κ(α), ïîýòîìó ìû áóäåì ïîëó÷àòü ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè äëÿ
âåðîÿòíîñòåé pα è qα, ïðîâîäÿ ñåðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Êàê èç-
âåñòíî íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíîé îöåíêîé âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ ÿâëÿåòñÿ åãî
÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ. Ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé íåñìåùåííîé îöåíêîé
ñ ìèíèìàëüíîé äèñïåðñèåé. Â äîïîëíåíèå ê ïîëó÷åííîé îöåíêå âåðîÿòíîñòè
¾óñïåõà¿ (âûõîäà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èç èññëåäóåìîé îáëàñòè, ò.å. íàðóøå-
íèÿ íåðàâåíñòâ (5)) ìû áóäåì âû÷èñëÿòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ íàøåé
îöåíêè.

Îïèøåì ïàðàìåòðû íàøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Èññëåäóåìûé âðåìåííîé èíòåðâàë [0, 10]
Ïàðàìåòð äèñêðåòèçàöèè 1024
Øàã ïî âðåìåíè 0.001
Ïàðàìåòð β 0.040475
Êîëè÷åñòâî ñåðèé âû÷èñëåíèé 1000

Ïàðàìåòð β âûáðàí èç óñëîâèÿ

β = − ln 10−9

(N/2)
.

Ïåðåìåííûé ïàðàìåòð α ìû áóäåì âûáèðàòü èç ìíîæåñòâà Ω = {0.55; 0.65;
0.75; 0.85; 0.95; 1.05; 1.15; 1.25; 1.35; 1.45; 1.55}. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïà-
ðàìåòðà α ìû ïðîâåäåì ñåðèþ èç 1000 èñïûòàíèé. Íà îñíîâå ýòîé âûáîðêå
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ìû îöåíèì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà îòðåçêå [0, 10] ðåøåíèå èç êëàññà (4)
íàðóøèò óñëîâèå (5).

Íà ðèñóíêå 1 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè pα îò çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðà α. Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà α âåðîÿòíîñòü
¾óñïåõîâ¿, ò.å. íàðóøåíèÿ óñëîâèé (5), óìåíüøàåòñÿ.
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