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В работе рассматриваются уравнения, описы�
вающие нестационарное течение идеальной жид�
кости со свободной поверхностью. Теоремы о су�
ществовании решений уравнений, описывающих
поверхностные волны идеальной жидкости, рас�
сматривались во многих работах [1–4]. В этих ра�
ботах были получены результаты, свидетельству�
ющие о существовании решений лишь на доста�
точно малом временном интервале. В работах
[5, 6] рассматривались оценки времени существо�
вания решения уравнений, описывающих поверх�
ностные волны на воде. В настоящей работе пред�
ложена аппроксимация эволюционных уравнений
с помощью дифференциальных включений. Такая
аппроксимация позволяет оценивать время суще�
ствования решений с помощью вычислительных
экспериментов, а также является математиче�
ским основанием для проведения доказательных
вычислительных экспериментов.

Результаты, представленные в данном сооб�
щении, были использованы в исследованиях по�
верхностных волн экстремальной амплитуды, так
называемых волн�убийц, в частности в работе [7].
Во многих работах (см. [8, 9]) волны�убийцы изу�
чались также с помощью численного моделиро�
вания.

Пусть идеальная несжимаемая жидкость зани�
мает область в плоскости (x, y), ограниченную
свободной поверхностью

Считая движение жидкости потенциальным,
имеем v(x, y, t) = ∇φ(x, y, t), где v(x, y, t) – двумер�
ное поле скоростей, а φ(x, y, t) – потенциал.

Будем изучать уравнения в конформных пере�
менных в модифицированной форме, полученные
в работе [10]. Заметим, что эти уравнения эквива�
лентны уравнению Эйлера, рассматриваемому в
области со свободной границей. Аналогичные
уравнения были получены в работе [11], а затем

∞– y η x t,( ),< <

∞– x ∞, t 0.>< <

использованы в работах многих авторов, напри�
мер, [12, 13] и др.

Введем функциональные пространства. Через

 обозначим множество функций вида

Рассмотрим шкалу гильбертовых пространств Es,

s ≥ 0, как пополнение множества  по нормам,
соответствующим скалярным произведениям

Через Ck([0, T]); Es) будем обозначать пространство
k раз непрерывно дифференцируемых функций,
заданных на [0, T], со значениями в Es с нормой

Также будем использовать пространство L∞(0, T; X),
состоящее из измеримых на (0, T) функций со зна�
чениями в пространстве X, таких что конечна
норма

т.е. равная нижней грани всех констант C, для ко�
торых множество {t ∈ [0, T]: ||u(t)||X > C} имеет лебе�
гову меру нуль. Будем также рассматривать про�

странство (0, T; X) абсолютно непрерывных
функций со значениями в X, имеющих первую
производную из L∞(0, T; X) с нормой

Введем формальное обозначение P( f, g):
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ШАМИН

Будем рассматривать эволюционные уравне�
ния в конформных переменных, которые пред�
ставляют собой систему нелинейных интегро�
дифференциальных уравнений первого порядка.
Неизвестными в этих уравнениях считаем пару

комплекснозначных функций R, V ∈ (0, T; Es).
Уравнения выглядят следующим образом:

(1)

Пусть фиксировано s > 0. Тогда решением задачи
(1) на [0, T] будем называть пару функций R, V из

пространства (0, T; Es), удовлетворяющих (1).

Покажем, как восстанавливается профиль сво�
бодной поверхности по функции R. Пусть R(u, t) =

= (t)e–iku, где r0 = 1. Тогда последователь�

ность ck(t), k = 0, 1, …, определим как решение си�
стемы

Поскольку эта система является диагональной, то
ее решение может быть получено по рекуррент�
ным формулам.

Далее, построим комплекснозначную функцию

Кривая, заданная как геометрическое место точек

представляет собой профиль свободной поверх�
ности.

По функциям R(t, u) и V(t, u) можно построить

функцию Φ(t, u) = –i du. Вещественная часть

функции V является значением потенциала ско�
ростей на свободной границе.

При решении океанологических задач, как пра�
вило, имеет смысл рассматривать решения, принад�

лежащие заданному множеству M ⊂ (0, T; Es).
В качестве множества M будем рассматривать
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множество M(A, C, s1) = { f ∈ C2([0, T]; Es):

 ≤ A, | fk(t)| ≤ C }, где A > 0, C > 0,

s1 > s – фиксированные числа.

Помимо задачи (1) имеет физический смысл и
следующая задача:

(2)

Здесь функции δR и δV представляют собой внеш�
ние воздействия на поверхностные волны. Во
многих задачах конкретный вид этих функций яв�
ляется неизвестным. Поэтому мы приходим к
следующей задаче. Для фиксированного δ > 0
найти число T > 0, функции R, V ∈ M(A, C, s1) и
функции δR, δV ∈ L∞(0, T; Es), такие что

 ≤ δ и  ≤ δ, удовлетворяю�

щие (2). Задача (2) эквивалентна задаче на нахож�
дение селектора дифференциального включения

где множества ,  определяются по формулам

(R, V) = {i(UR ' – U 'R) + δR(t, u):  ≤

≤ δ}, (R, V) = {i(UV ' – B 'R) + g(R – 1) + δV(t, u):

 ≤ δ}.

Те о р е м а  1. Пусть R0, V0 ∈ Es. Для любого δ > 0
существуют число T > 0, функции R, V ∈ M(A, C, s1)
и функции δR, δV ∈ L∞(0, T; Es), такие что

 ≤ δ,  ≤ δ, удовлетворяю+

щие (2).

Поскольку уравнения (1), вообще говоря, не
допускают глобальных по времени решений, то
возникает важная проблема оценки времени су�
ществования решений этих уравнений. Введем
числовую величину Tδ как точную верхнюю грань
таких чисел (0, �], для которых существует реше�
ние задачи (2), где � > 0 – некоторое наперед за�
данное число. Имеет место теорема, устанавлива�
ющая связь между задачей (2) и задачей (1).

Те о р е м а  2. Пусть R0, V0 ∈ Es. Тогда Tδ → T0

при δ → +0, где T0 совпадает с точной верхней гра+
нью таких чисел (0, �], для которых существует
решение задачи (1).

Автор выражает благодарность академику
В.Е. Захарову за постановку задачи и внимание к
работе.
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